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초록. 본 연구는 학교수학의 무리수 교수학습에서 무리수의 비분수표현과 비순환소수표현 사이의 유기적 연결 방

안을 탐색하고 현장 적용 가능성을 살펴보고자 하였다. 무리수 개념 이해의 핵심을 수렴성의 직관적 인식과 비

순환성의 추론이라 보고 수학적 분석을 통해 유한소수열과 근사분수열이 학습내용이 되어야 함을 확인하였다. 
이에 학습자와 학습 환경을 고려하여 공학 도구를 적용하였으며 공학 도구가 학습자의 수학 활동을 보조하고 견

인하는 수학적 도구가 되는 과정을 분석하였다. 그 결과 제곱근의 유한소수열을 구하는 활동에서 학생들은 함수

식과 계산식 입력, 드래그와 반복기능 사용 등으로부터 제곱근 기호의 이해와 대상으로서의 제곱근에 초점을 두

어 유의미하게 이해하였다. 그리고 ‘직선    는 격자점을 지날 수 있을까?’ 라는 과제 해결을 위해 학생들

은 근사분수를 직선의 기울기로 표상한 것을 관찰하여 무리수의 소수표현에서의 비순환성을 추론할 수 있었다. 
따라서 본 연구는 실수의 완비성 공리에 대한 심상을 구성하도록 하는 무리수 교수학습의 기초 연구가 될 것으

로 기대된다. 

핵심어: 무리수, 분수 표현, 도구 발생, 교수실험, 직선의 기울기, 스프레드시트 환경

ABSTRACT. The purpose of this study was to explore the possibility of interconnection between non-fractional 
representation and non-circular decimal representation in irrational teaching and learning of school mathematics and to 
examine the possibility of field application. First, through the analysis of previous studies, it was found that the core 
of understanding irrational concepts is the intuitive perception of convergence and the inference of acyclicity. And 
through mathematical analysis, we confirmed that finite decimal sequences and approximate fractional sequences should 
be learning contents. In this regard, we applied engineering tools in teaching and learning activity of irrational numbers 
and analyzed the process by which engineering tools become learners’ mathematical tools and then learning occurs, 
that is, instrument genesis. As a result, in the activity of finding finite fractions of square roots, students gained a 
meaningful understanding by focusing on the meaning of square root symbols and square roots as objects from 
inputting functions and operations and using drag. And in the activity to solve the task ‘Can a graph cross a grid 
point?’, Students could infer the acyclicity of the decimal representation of irrational numbers by observing the 
approximate fraction as the slope. Thus, this study is expected to be a basic reference of teaching and learning of 
irrational numbers to construct a mental image of real numbers completeness axiom.

KEY WORDS: irrational number, fractional representation, instrumental genesis, teaching experiment, slopes of straight 
lines, a spreadsheet environment
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I. 서론

역사적으로 무리수는 받아들이기 매우 어려운 

개념이었다. 고대 피타고라스 학파는 기하학적으

로 정사각형의 대각선이 무리수 개념과 관련된

다는 사실을 인식하였으나, 이를 수로 받아들이

지는 못하였다. 수학자들은 수 천 년에 걸쳐 무

리수 개념과 고군분투하였으며, 무리수를 수로 

인정하기 시작한 것은 19세기 이후부터이다.

학교수학에서 무리수는 그 수학적 의미를 직

관적으로 드러내어 다루기 어려운 개념이다(우

정호, 2017, p. 284). 무리수는 순환하지 않는 무

한소수로 표현되므로 수치적으로 명확히 파악하

기 어렵지만, 한 변의 길이가 인 정사각형의 

대각선의 길이와 같은 기하학적 표현에 의해 무

리수의 존재성을 인식할 수 있다.

특히 2015 개정 교육과정에서는 피타고라스 

정리를 학습하고 난 후에 제곱근과 무리수를 다

루고 있기 때문에, 피타고라스 정리를 사용한 선

분의 작도가 가능해졌다. 따라서 단위 정사각형

의 대각선에 의해  를, 한 변의 길이가 이

고 다른 한 변의 길이가  인 직사각형의 대

각선에 의해  을 구할 수 있고, 유사한 방식

에 의해  을 구하여 수직선 위에 나타내 보

도록 할 수 있다. 또한 기하학적 상황을 통해 무

리수의 존재성을 제시하고 이를 수직선에 대응

시킴으로써 수직선은 유리수만으로 채워질 수 

없음을 설명하는 것이 가능하다.

2015 개정 수학과 교육과정에서도 “한 변의 

길이가 인 정사각형의 대각선의 길이 등을 이

용하여 직관적으로 무리수의 존재를 이해하게 

할 수 있다.” 고 서술한다. 교육과정에서 언급한 

‘직관’은 무리수에 대응되는 ‘기하학적 대상’을 

의미하는 것으로 해석된다.

그러나 여러 선행연구들은 무리수 개념의 학

습 지도가 어려움을 지적했으며 이를 극복하고

자 시도하였다. 예를 들어, 무리수 개념 학습을 

‘표현’과 관련시킨 연구(이지현, 2014; 최은아, 강

향임, 2016; 오국환, 박정숙, 권오남, 2017), ‘연결

성’으로 접근하여 분석한 연구(이지현, 2015; 박

선용, 2016) 등이 있다. 

‘표현’과 관련하여, 교과서(장경윤 외, 2020)에

서는 무리수를 ‘순환하지 않는 무한소수’라고 정

의하고 있다. 그러나 “순환하지 않는다.”, ‘무한

소수’라는 표현과 ‘무리수’라는 용어 사이의 관

련성을 개념적으로 이해하는데 충분하지 않다. 

유리수는 연속량의 측정 또는 분할이라는 맥락

이 있으나 무리수는 실생활과의 관련성이 적기 

때문에 교과서의 도입 맥락도 형식적이고 추상

적으로 다루어지게 된다. 무리수의 형식적 정의 

외에도 다양한 의미와 그 표현으로 분수, 소수, 

기호, 기하, 수직선, 함수 표현이 존재하며, 예비

교사들의 경우 비(非)분수 표현에 내포된 통약불

가능성을 잘 알지 못함을 확인하였다(최은아, 강

향임, 2016). 실수 체계의 연속성을 ‘수직선’ 표

현으로 설명하고 있으나(오국환 외, 2017) 유리

수의 조밀성에도 불구하고 유리수 사이에 공백

(즉, 무리수)이 존재한다는 사실을 직관적으로 

받아들이기는 쉽지 않다. 따라서 직관적인 교수

학적 조치는 이러한 문제점을 해소할 수 있다. 

‘연결성’과 관련하여, 이지현(2014)은  를 

 ⋯와 같이 표현하는 것은 무한소

수임을 투명하게 보여주기에,  의 소수표현은 

“무한소수로 나타난다.” 는 것을 직관적으로 보

여주는 좋은 표상이라고 하였다. 그런데  의 

소수표현만으로는 “순환하지 않는다.”는 것을 투

명하게 드러내지는 못하므로,  가 “순환하지 

않는다.”는 것을 인식하게 하는 방안을 구안할 
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필요가 있다.

무리수의 개념을 이해하기 위해서는 ‘무리수

의 존재’에 대한 기하학적 직관과 더불어 “순환

하지 않는다.”와 “무한소수로 나타난다.”는 무리

수의 핵심적인 두 가지 특징을 직관적으로 받아

들일 수 있는 대상이나 표상의 제시도 필요하다

고 판단된다. 

이러한 관점을 반영하기 위해 본 연구에서는 

분수를 직선의 기울기로 표현하였다. 학생들은 

원점을 지나는 직선을 대상으로 유리수의 기울

기들의 변화를 관찰하여 무리수의 기울기를 추

론하도록 하였다. 이에 무리수를 기울기로 갖는 

직선이 격자점을 지날 수 없다는 추측을 유도하

고자 교수실험을 설계하였다. 직선      위

에 격자점이 없다는 것은 격자점의 좌표를 등식

에 대입하는 것으로 확인할 수 있지만 이는 완

비성의 공리를 가정하게 된다.1) 따라서 먼저 

 로 수렴하는 유리수열(유한소수가 아닌)을 

구성하고, 이를 바탕으로 직선    는 격자

점을 지나지 않는다는 것을 기하학적으로 추론

하도록 하는 조치가 필요하다. 

 로 근사하는 유리수열을 구성하는 과정은 

반복적이면서 복잡한 계산 절차이므로, 공학 도

구의 활용을 고려할 수 있다. 특히 교육공학의 

활용은 6차 교육과정부터 강조되기 시작하였으

며, 2015 개정 교육과정에서도 ‘정보처리 역량’

을 위해 수학 교수학습에 공학 도구를 적극 활

용하도록 권장하고 있다. 

대안적인 지도법은 무리수를 분수로 표현할 

수 없다는 직관적인 심상을 심어주기 위한 것이

다. 이를 위해 무리수에 대한 선행연구를 분석하

고, 무리수로 수렴하는 유리수열을 구성하는 방

안에 대해 논의하고자 한다. 이를 토대로 공학 

도구를 활용한 수업지도안을 설계한 후, 실제 수

업에 적용한 결과 및 효과를 분석하고자 한다.

II. 이론적 배경

1. 무리수에 대한 선행연구 분석

무리수에 관한 많은 연구가 이루어졌다. 학생

이나 예비교사들의 무리수에 대한 이해를 분석

한 연구(박윤희, 박달원, 정인철, 2004; 이선비, 

2013; 강향임, 최은아, 2017), 무리수의 본질을 

통약불가능성으로 보고 이를 다룰 것을 제안한 

연구(김부윤, 정영우, 2008; 변희현, 박선용, 

2002) 등이 있으나 그 지도에 관한 구체성을 띈 

연구는 다소 적은 편이다. 

 이영란과 이경화(2006)는 Freudenthal의 수학

화 학습지도론에 따른 무리수 개념 지도 방법의 

적용 사례 연구를 하였다. 격자용지 위의 제곱수

가 아닌 수를 넓이로 갖는 정사각형의 한 변의 

길이를 구하는 문제 상황에서 유리수에 대한 반

성적 사고를 통해 무리수의 존재성과 학습 필요

성을 인식하고 종이자를 사용한 측정과 계산기

를 활용한 탐구활동을 통해 학습자가 무리수 개

념을 발전적으로 이해하도록 의도하였다. 그러나 

학습자는 무리수  의 근사유한소수에 대한 탐

구활동만으로는 무리수의 소수표현의 특성을 간

파할 수 없었다. 또한 격자용지를 이용하지 못한 

학생들도 있었다. 이는 제공한 교수 도구가 항상 

수학적 이해에 이르게 하는 도구로 이용되는 것

은 아니라는 것을 의미한다. 특히 비순환성(즉, 

1) 격자점을 지나지 않는다는 의미는  에 어떤 자연수 값을 대입하더라도 는 자연수가 아님을 말한다. 다
시 말해, 처음부터  가 무리수임을 인정하는 것이며 완비성의 공리를 가정하는 것이 된다. 
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분수 꼴로 표현할 수 없음)을 학생들이 인식할 

수 있는지를 확인하지 않았으므로, 이를 보완하

기 위해 분수로 표현할 수 없다는 의미를 드러

낼 수 있도록 분수 표현과 관련시키는 교수학적 

조치를 마련해야 한다. 

강정기(2016)는 무리수 개념 학습의 어려움을 

표기의 관점에서 분석하고, 이를 극복할 수 있는 

지도방안을 제시하였다. 제곱근을 사용한 무리수 

표기에는 제곱근 기호와 수가 병기되어 기호와 

수 맥락의 혼용에 따른 인식론적 장애가 발생할 

수 있으므로 제곱근이 정확한 소수 표현을 할 

수 없는 것과 더불어 제곱하여 제곱근 안의 수

가 되는 것을 나타낸 표기임을 다루는 것을 포

함하여 총 6단계에 걸친 지도를 제안하였다.  그

러나 정사각형의 넓이와 한 변의 길이 사이의 

관계로부터 무리수를 감지하는 1단계 다음에, 유

리수를 분수로 다루는 교육과정과 일관되도록 

무리수의 통약불가능을 파악한 후에는 무리수의 

비분수, 비순환소수 특성에 대한 이해가 자연스

럽게 될 거라고 예측하였다. 또한 제곱하면 2가 

되는 특성을 담은 표기로 R 2 (Radix 2), l 

2(latus 2),  라는 역사적 사용을 참조하여 

기호와 수 맥락의 균형적인 사용을 위해 를 

제안하였다. 그러나 이에 대한 구체적인 지도 방

안을 제시하지는 않았다. 

오국환 외(2017)는 교과서의 무리수 단원을 과

정과 대상의 관점에서 분석하였다. 무리수의 과

정적 측면은 순환하지 않는 무한소수를, 대상적 

측면은 수직선 위의 고정된 한 점, 실수의 연산

에서 제곱근 기호가 있는 수의 예, 여러 표상 사

이의 유연한 이동이라고 하였다. 교과서에서는 

유한소수와 부등식을 반복 사용하여  가 순

환하지 않는 무한소수임이 알려져 있다고 제시

되어 있으며, 학습자의 무리수 이해에 대한 설문

지 응답에서 무한소수에 대한 언급이 빈번하다

는 근거를 들어 교과서가 과정으로서의 무리수

를 유의미하게 다루고 있다고 하였다. 그리고 교

과서는 학생들의 무리수 인식을 ‘과정’의 관점으

로 유도하는 데는 성공적이지만, ‘대상’으로서 

인식시키는 데에는 제한점을 갖고 있다고 하였

다. 그러나 과정과 대상은 일방향이 아닌 상호작

용하므로 대상으로서 빈약한 인식의 원인을 대

상으로서의 지도뿐만 아니라 무리수의 과정적 

측면의 지도에서도 재고할 필요가 있다.   

학교수학에서는 무리수 개념을 설명하기 위해 

이들 방법들 중에서 ‘축소 구간 정리’를 활용한 

것으로 해석된다. 즉, 학교수학에서 무리수의 간

단한 예로  를 제시하고,  의 근삿값을 

     ,      ,      , …

와 같이 구하는 과정은 ‘축소 구간 정리’와 관

련되며, 대부분의 현행 중학교 교과서에서 채택

하는 방식이다. 또한 김서령 외(2013, p.19)는 

“실제로  를 소수로 나타내면 (…중략…) 순

환하지 않는 무한소수가 됨이 알려져 있다. 유리

수를 소수로 나타내면 유한소수나 순환소수가 

되는데, (…중략…) 유리수가 아닌 수, 즉 어떤 

수를 소수로 나타냈을 때 순환하지 않는 무한소

수가 되는 수를 무리수라고 한다.”라고 기술하고 

있다. 

그런데 엄밀하게 말하면,  의 근삿값을 구

하는 과정은 ‘축소 구간 정리’를 적용한 것이라

고 볼 수 없다. 왜냐하면, ‘축소 구간 정리’는 유

계인 폐구간을 가정해야 하는데 구간 (1, 2), 

(1.4, 1.5), (1.41, 1.42) 등은 폐구간이 아니기 때

문이다. 여기서 폐구간 조건이 삭제되었을 때, 

모든 구간에 속하는 원소의 존재성에 문제점이 

발생한다. 예를 들어, ∩∈   


   ∅라

는 사실에서 존재성은 부정될 수도 있기 때문이
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다. 하지만 중학교 교과서에서의 접근 방식이 고

등 수학의 교수학적 변환 과정에서 어쩔 수 없

이 발생하는 ‘교수학적 공백’2)이라고 이해될 수

도 있다. 따라서  로 수렴하는 수열의 집합 

{1, 1.4, 1.41, …} 은 위로 유계이기 때문에 상한

이 존재한다는 완비성의 공리를 암묵적으로 가

정하고 있다고 해석할 수 있다. 즉, 현행 교과서 

전개는  의 크기(즉, 수렴성)를 이해하는데 

도움이 되기에 충분히 교육적 가치가 있다고 판

단된다.3) 다만,  의 무한소수 표현에서 순환

하지 않는 무한소수(즉, 비순환성)가 된다는 사

실을 직관하기는 어렵다는 한계를 갖는다. 

이상의 선행연구들은 학습자가 기존 수체계인 

유리수만으로 표현할 수 없는 수의 존재에 대한 

인식과 사고를 통해 무리수의 비순환 무한소수 

특성을 충실히 이해할 것이라고 기대하였다. 그

러나 기존 수체계에 대한 반성적 사고를 유도하

는 지도방안의 구체화가 요구된다.  

2. 무리수의 수학적 분석

피타고라스학파는 모든 수를 비로 표현할 수 

있다고 믿었다. 따라서 정사각형의 대각선의 길

이는 자연수의 비로 표현될 수 없다는 사실을 

발견했음에도 불구하고, 무리수  의 존재 가

능성을 받아들이지 못하였다. 이러한 현상이 발

생하게 된 배경에는 그리스 수학에서 모든 수를 

비(ratio)로 바라보려는 태도도 있지만, 보다 근본

적으로는 소수로 표현하는 방법을 갖지 못한 것

도 포함될 것이다. 

실수의 중요한 성질로 ‘조밀성’과 ‘완비성’을 

들 수 있다. 이것의 이해를 위해 분수 표현을 활

용한다면 조밀성은 쉽게 이해할 수 있겠지만, 완

비성은 그렇지 못할 수 있다. 이는 완비성의 이

해는 수렴하는 수열에 의해 구성 가능한데 분수 

표현만으로는 수렴성을 드러내기가 어렵기 때문

이다. 예를 들어, 원주율  의 근삿값을 분수로 




, 


, 


, 


, … 과 같이 표현할 

수 있지만, 역으로 분수열 


, 


, 


, 




, … 으로부터 이 수열의 수렴성을 쉽게 

파악할 수는 없다. 마찬가지로, 분수열 


, 


, 




, 


, …으로부터 이 수열이 로 수렴한

다는 것을 간파하기는 어렵다.

그러나 분수로 나타낸 수를 소수로 표현한다

면 각 수열의 수렴성을 쉽게 파악할 수 있다. 소

수표현은 소수점 이하의 숫자의 관찰을 유도함

으로써 수의 변화를 직관할 수 있게 하기 때문

이다. 이는 소수 표현이 등장하면서부터 무리수

의 존재성이 이해되기 시작했다는 것에서도 살

펴볼 수 있다.

 Klein(1924, pp. 32-33)은 “소수표현의 도입을 

바탕으로, 16세기 말에 무리수에 대한 일반적인 

아이디어가 처음으로 나타나기 시작하였다. 유리

수를 소수로 변환한다면, 유한소수 또는 무한소

수로 표현되며 그 결과는 항상 순환소수가 될 

것이다. 이제 비순환소수를 만드는 규칙이 무엇

인지는 모르더라도 비순환소수를 생각하는 것을 

막을 수는 없으며, 누구든 그것을 명확하게 유리

2) ‘교수학적 공백’이란, Gonzalez-Martin, Giraldo, Souto(2013)에 의하면, 학교 수학의 교수학적 변환으로 인해 
실수 개념의 어려움을 간과하거나 혹은 우회하게 되는 것을 의미한다.

3)          ⋯ 등으로 정의하면  → 이므로 ∩∈  은 한 점이 됨을 

직관적으로 받아들일 수 있다.
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수가 아닌 수로 직관하게 된다.”라고 하였다. 

그의 설명은 현행 학교 수학에서의 무리수 도

입 과정이라 해도 지나치지 않다. 하지만 관련 

선행연구에서 살펴보았듯이 학생들의 무리수 학

습의 어려움은 여전하다. 이는  의 근삿값의 

표현 방식에 따른 불투명성과 투명성에 기인한 

것일 수 있다. 예를 들어,  의 근삿값을 소수

로 표현한다면 1, 1,4, 1,41, 1,414와 같이 표현될 

수 있으며, 이때 무리수의 수렴성 측면은 투명하

게 나타날 수 있지만 비순환성은 불투명하다. 한

편,  의 근삿값을 분수로 표현한다면 


, 




, 


, 


, …과 같이 표현될 수도 있으며, 

이때 수렴성은 불투명하게 나타나지만 유리수의 

본질적 정의인 ‘두 정수의 비’를 고려할 가능성

을 제공하므로 무리수의 비순환성을 투명하게 

보여주기 위한 방안이 될 수 있다. 

비순환성은 무리수 개념의 핵심이며, 완비성 

공리의 바탕이 된다. 무리수를 이해하기 위해서

는 수렴하는 유리수열의 구성과 함께 유리수열

에 의한 극한이 비순환소수가 될 수 있다는 사

실을 받아들일 수 있어야 한다. 

변희현(2005)에 의하면 오늘날 우리가 실수라 

부르고 무한소수로 표현하는 것은 Stevin의 소수 

정의에 기원한 것이다. 이와 같은 실수에 관한 

이해는 단지 직관에 의한 것이지 엄밀하게 정의

된 개념은 아니다. 물리적인 문맥에서 수가 사용

되기 시작했을 때, 기하학적인 직관에 기초하지 

않은 새로운 수 이론의 확립이 필요하게 되었다. 

19세기에 Weierstrass, Dedekind, Cantor 등4)은 실

수 체계를 산술화하여 이 문제를 해결하였다. 실

수 체계의 산술화는 기하의 도움 없이 자연수와 

그 연산 등의 산술에 기초함을 뜻한다. 실수 체

계의 산술화는 실수 체계에 기초한 해석학에서 

기하학적 직관을 제거할 수 있게 한다는 점에서 

매우 중요하다(변희현, 2005, pp. 29-30). 하지만 

무리수 개념을 산술화하는 과정에서 기하학적 

직관이 제거된 것을 학교 수학에 반영한 것이 

무리수 개념의 학습을 어렵게 하는 요인으로 작

용할 가능성을 간과할 수 없다. 

이상으로부터 무리수 개념의 심상은 분수와 

소수 개념의 통합으로 구성되는 것이며, 학교 수

학의 교수학습에 기하학적 직관을 다루는 것이 

필요함을 알 수 있다. 

현재 학교 수학에서는  의 근삿값을 소수

로 표현하며, “ 를 소수로 나타내면 순환하지 

않는 무한소수가 됨이 알려져 있다.”와 같이 설

명하고 있다. 

 의 근삿값은      ,      , 

     , … 과 같은 방식으로부터 구할 

수 있다. 이는 소수 표현에 의해 수렴하는 수열

을 구성하는 방식이다. 따라서 소수를 이용하여 

 의 근삿값을 구하는 방법을 학교 수학에서 

채택한 것은 자연스러운 현상이다. 

그러나 소수표현만으로는 비순환성을 직관하

기는 어려우며,  의 비순환성에 대한 기하학

적 직관을 위해 근사분수 표현이 고려될 필요가 

있다.  의 근사 분수를 구성하는 방법은 다양

하다. 예를 들어, 교과서에서와 같이 유한소수열

을 이용하는 방법, 연분수를 이용하는 방법, 유

4) Klein(1924, p. 33)은 “19세기 후반에 보다 정밀한 산술적 형식화에 의해 무리수의 기초를 세우려는 요구가 
있었으며, 1872년에 Cantor와 Dedekind에 의해 독립적으로 (무리수에 대한) 일반적인 기초가 세워졌다.”고 
한다.  순서체인 실수의 ‘완비성’ 개념이 명확히 설명된 것은 19세기 후반에 이르러서이며, 완비성 공리가 
‘단조 수렴 정리’, ‘축소 구간 정리’, ‘Heine-Borel 정리’, ‘극한점 성질’, ‘Bolzano- Weierstrass 정리’, ‘Cauchy 
성질’, ‘Dedekind 절단’ 등과 서로 동치임이 밝혀지게 되었다.
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클리드 알고리즘을 이용하는 방법 등을 생각해 

볼 수 있다. 그런데 유한소수열에 의한 근사 방

법으로는 비순환성과 관련시키기 어려우며, 연분

수는 학교수학의 범위를 벗어난다. 따라서 유클

리드 알고리즘을 이용하는 것이 현실적으로 무

난한 방법이라고 판단된다.

유클리드 알고리즘은 다음과 같다. 

      ≤     

      ≤     

      ≤     


 

 
 ≤ 

 


이를  에 적용하여 계산하면 다음과 같다.

  ⋅                 …… ①

  ⋅              …… ②

    ⋅        …… ③

   ⋅     … ④

②에서 근사식    ≈ 

 을 구하고, 이를 ①

에 대입하여  의 근삿값 

 을 얻을 수 있다. 

또한 ③으로부터 근사식    ≈ 


  을 

구하고, 이를 ①, ②에 적용하여  의 근삿값 



 을 얻을 수 있다. 

유사하게 유클리드 알고리즘을 이용하여 무리

수  의 근사분수를 구하면 

 , 

 , 

 , 

 , 

…이며, 각각의 근사분수의 분자와 분모는 서로

소이다. 각 분수의 분모는 증가하므로 각 직선이 

최초로 만나는 격자점의  -좌표도 증가한다. 그

리고 





⋯ 


 


이 성립하기 때문에 근

사분수를 기울기로 하는 직선은 진동하면서 격

자점을 지나지 않는 직선(즉,     )으로 수렴

하게 된다. 이상을 바탕으로 교수학습과정에서 

 가 비순환소수임이 설명될 수 있다. 

 , 

 , 



 , 

 , …는  로 수렴하는 분수 수열의 

한 가지 예이다. 이 분수들을 기울기로 하는 직

선의 방정식을 생각해 보자.

직선   


 ,   


 ,   


 ,   


 , …

에서 각 직선의 기울기의 분자와 분모는 서로소

이기 때문에 각각의 직선이 최초로 지나는 격자

점은 (2, 3), (5, 7), (12, 17), (29, 41), …이다. 여

기서 기울기의 분모는 증가하므로 각 직선이 최

초로 만나는 격자점의  -좌표도 증가한다. 이를 

바탕으로 좌표평면에 직선을 그린 후 시각적으

로 변화를 관찰하여 직선    의 위치를 추

론할 수 있을 것이다. 이로부터 직선    가 

격자점과 만나지 않음을 알 수 있다. 즉,  는 

분수로 나타낼 수 없는 수로 소수표현에서의 비

순환성을 떠올릴 수 있을 것이다. 

3. 도구 발생

수학교육에서 공학 도구 활용은 지필을 대신

하는 소극적인 사용에서부터 지필을 능가하는 

기능의 적극적인 이용까지 다양할 수 있다. 이를 

통해 학교수학의 교수학습에 변화가 있을 수 있

다. 예를 들어, 수학자가 지필환경에서 다룬 전

문가 수준의 내용을 학습자는 공학 환경에서 다

룸으로써 개념의 풍부한 이해를 할 수도 있을 

것이다. 

이 절에서는 수학 교수학습에의 공학 도구의 

의의를 ‘도구 발생(instrumental genesis)’으로 설명

하는 선행연구를 분석한다. 이를 바탕으로 무리

수 개념의 이해를 위한 참조를 스프레드시트로 

구현하고 그 분석틀을 마련하고자 한다. 

관련 선행연구들은 연장(tool), 인공물(artefact)

을 도구(instrument)의 개념과 비교하면서 도구
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(instrument)가 되는 공학 도구의 역할을 강조하

였다(Trouche, 2005; 2018; 김부윤, 이지성, 2008; 

한세호, 장경윤, 2009 등). 

Figure 1. Instrumental genesis of 
Trouche(2005: 144)

Figure 1 의 첫 번째 방향의 ‘도구화’는 연장/

인공물(tool/artifact)이 교사/학생의 교수 의도에 

적합하게 가공됨으로써 교구의 특성을 갖게 되

는 과정으로 볼 수 있다. 더불어 두 번째 방향의 

‘도구장착’은 이러한 교구를 통해 활동한 학습자

가 주어진 과제의 해결에 이르는 수학적 이해와 

통찰을 갖게 되는 과정으로 간주할 수 있다. 

Trouche(2005)는 도구 발생에 대해 사용 스킴

(Usage Scheme)과 도구화된 활동 스킴

(Instrumented Action Scheme, 이하 IAS)의 복합체

이며 주체와 연장/인공물 사이의 두 방향에서 이

루어지는 과정으로 정의한다. 도구 발생의 첫 번

째 방향은 주체에서 인공물을 향하는 것으로, 점

진적으로 인공물에 잠재되어 있는 것

(potentialities)을 선별하여 결국 특정한 용도로 

변형함으로써 사용 스킴이 구축되는 과정을 ‘도

구화(instrumentalization)’라고 하였다. 그리고 두 

번째 방향을 인공물에서 주체로 향하는 것으로 

보고 주어진 과제에 효과적으로 응답하도록 테

크닉을 점진적으로 구성함으로써 도구화된 활동 

스킴을 개발 또는 점유하는 과정을 ‘도구장착

(instrumentation)’이라고 하였다. 

한세호와 장경윤(2009)은 Drijvers & Gravemeijer 

(2005)의 연구를 기초로 도구 발생 관련 요소 및 

과제 해결 활동에서의 도구 발생 과정을 분석하

고, 고등학교 수학 문제해결에 CAS(Computer 

Algebra Systems)가 사용되는 것을 도구 발생으

로 분석하였다. CAS에 기반한 교수학습 활동에

서 교사는 ‘수학적으로 의미 있으나 잘 드러나

지 않던’ 중요한 주제를 다룰 수 있는 기회

(p.543)를 의식하게 되었다. 또한 학생들은 아직 

지필해법을 학습하지 않은 무리방정식의 풀이를 

그래프로 구하고, 구한 해의 의미를 이해할 수 

있게 되었다. 이를 통해 도구화된 CAS에 기반한 

문제해결활동이 교육과정의 제시 순서에 영향을 

줄 수 있음을 밝혔다(p. 542). 한편 연장 또는 인

공물을 사용자가 도구화하는 과정이 학습자에게 

자연스러운 것은 아니며 도구화된 CAS를 비계

로 활용하게 하는 적절한 과제를 개발하여 제공

할 필요가 있다고 하였다.

 Loborde & StraBer(2010)는 지난 25년간 

ICME 프로시딩과  2개의 ICMI의 논문들에서 수

학 교수에서의 테크놀로지 사용과 관련된 이론

적 틀, 이슈, 제언들을 분석하여 학생들의 수학

적 향상을 위해 새로운 도구들이 교수법에 보충

되어야 한다(p. 121)는 것에는 이견이 없음을 확

인하는 한편 도구 발생 분석에 대한 보다 많은 

연구를 제안하였다.

도구 발생 분석에서 도구화와 도구장착의 메

커니즘, 사용 스킴과 IAS의 관계는 유기적으로 

연결되어 있다. 도구화와 도구장착은 도구 발생 

과정에 일어나는 메커니즘을 의미한다. 도구화

(instrumentalize)는 악기로 비유하면 악기가 아니

었던 재료(non-instrument materials)를 재구성해서 
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악기로 활용하는 것(instrumentalize)으로 해석된

다. 도구장착(instrumentate)은 악기 사용법을 알

고 추구하는 음악 연주에 맞게 악기 편성을 할 

수 있는 것으로 해석된다. 이를 수학 과제로 다

시 설명하면, 도구화는 학생들이 교사의 안내에 

따라 기능을 익히는 것이다. 이에 따라 학생들은 

모두 동일한 도구를 가지게 되지만 학생 개인마

다 도구화로 수행하는 정도가 다를 수 있다. 

CAS 경우에 어떤 학생은 방정식의 근을 근사해

로만 구할 수 있고 어떤 학생은 제곱근 기호로 

표현 할 수도 있다. 도구장착은 익숙함에서 능숙

함으로 가는 단계이며 자유자재로 과제 해결에 

적합한 도구를 사용하는 것이다. 

IAS는 도구를 다루는 테크닉 외에도 개념적인 

특징을 지닌다. IAS는 사용 스킴과 명확하게 구

획화되는 것은 아니다. 예를 들어, 사용 스킴은 

음수를 도입하면서 기존의 뺄셈과 다른 마이너

스 부호를 인식하는 것이다. 초보자부터 도구 기

능을 익히면서 사용 스킴이 형성된다. 사용 스킴

은 관찰자 수준에 머무는 반면에, IAS는 사용자 

수준의 과제로 받아들여진다. 사용 스킴은 도구

의 본래 기능(스프레드시트는 계산프로그램)의 

숙달이고 IAS는 도구를 과제에 맞게 (스프레드

시트 함수식, 계산식 등을) 찾아서 사용할 수 있

고 그러한 도구 이용으로부터 발생되는 학습의 

성장과정이 도구 발생인 것이다. 따라서 사용 스

킴 안에 IAS가 포함되며, 도구 기능을 숙달하더

라도 사용 스킴에 그칠 수 있고, 도구 발생이 잘 

이루어졌을 때 비로소 IAS에 통합되는 것으로 

해석된다. 

이상의 연구들은 테크놀로지가 물리적 실재와 

형식적인 수학적 모델 사이의 매개적 단계

(intermediate level)를 제공하여 학생들이 더 나은 

이해를 구성하도록 도울 수 있다(Loborde, C. & 

StraBer, R., 2010, p. 124)고 한다. 그리고 학교 

수학 내용에 대한 도구 발생의 구체적인 모습을 

보여주는 연구가 필요함을 알 수 있다. 따라서 

학습자의 수학적 활동을 지지하기 위해서는 우

선은 낯선 테크놀로지가 한계가 아닌 가능성으

로 작용하도록 해야 한다. 이를 이해 과제 해결

의 디딤돌로써 교수학적 의도를 스프레드시트로 

구현한 도구를 교수학습활동에 이용할 수 있다. 

이로부터 도구 발생이 일어나는 과정을 분석하

여 교수학습의 어려움을 다루는 방안을 모색할 

필요가 있다. 

III. 연구 방법

본 연구의 목적은 무리수 개념의 존재가능성

을 직관하는 과제를 개발하여 그 과제의 현장 

적용가능성을 탐색하는 것이다. 이 장에서는 이

에 대한 연구방법을 제시한다.

1. 과제 개발

연구자는 전문가 2명, 현장 교사 1명과 함께 

협력하여 과제를 개발하였다. 수직선에서 정사각

형의 대각선을 이용하여 무리수  를 작도하

고 이를 실수에 대응시키는 방법은 소수 표현에

서의 비순환성을 투명하게 제시하지 못한다. 무

리수  의 비순환성은 소수 표현만으로는 확

인할 수 없다. 결국 완비성을 가정하여 실수를 

정의한다면 ‘실수는 유리수와 무리수의 합집합’

이라는 사실에서 출발하게 되며, 무리수를 ‘유리

수가 아닌 실수’로 정의하게 됨으로써 순환적인 

정의에 빠지게 된다. 

따라서 유리수의 집합이 완비성을 만족하지 

않는다는 사실을 직관할 수 있어야 하며, 유리수
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열에 의해 근사시킬 수 있는 유리수가 아닌 어

떤 수의 존재 가능성을 기하 외에 수치적으로도 

인식할 필요가 있다.

수학적 분석을 통해 무리수 개념의 존재가능

성은 근사분수를 좌표평면에 표현함으로써 시각

화할 수 있음을 설명하였다. 따라서 본 연구에서

는 좌표평면에서 직선의 기울기를 이용한 추론 

과제를 개발하여  의 비순환성을 직관적으로 

인식하는 심상을 구성하고자 하였다. 

변희현(2005)에 의하면 1, 1.2, 1.23, …의 수렴

성을 어려워한다. 특히 점 수렴과 관련하여 

 ⋯ 을 받아들이기 어려우므로, 점으로 

수렴하기보다는 선으로 수렴하는 것이 더 직관

적일 것이라고 판단된다. 이에 격자점과 기울기

를 이용하였으며, 지필 계산이 어려우므로 공학 

도구를 활용하였다. 

본 연구의 최종 목표는 “직선    는 격자

점과 만날까?”라는 질문에 대해 학생들이 올바

르게 대답할 수 있는지를 확인하는 것이다. 본 

연구의 실험을 위해 피타고라스 정리는 학습하

였지만, 무리수 개념은 학습하지 않은 중학교 2

학년 학생 중에서 수학 학업성취도가 높은 학생

을 선발하여 예비실험을 실시하였다. 

무리수 개념을 설명하는 과정에서 여러 가지 

근삿값을 구해야하기에 스프레드시트를 활용하

여 수업을 설계하였다. 본 연구에서는 무리수의 

핵심개념을 수렴성과 비순환성으로 추출하였으

며, 무리수 개념의 이해를 위해서는 무리수의 근

삿값에 대한 소수표현과 분수표현이 모두 필요

하다고 판단하여, Table 1과 같이 정리하였다.

예비실험에서는 먼저 제곱근 기호의 의미를 

설명하고  의 근사소수인 1.4, 1.41, 1.414, 

1.4142, … 등을 스프레드시트를 활용하여 구하

는 과제를 제시하였으며, 교사의 도움을 받아 학

생은 이 과제를 큰 어려움 없이 해결할 수 있었

다. 또한 관련된 과제로  ,  ,  , …, 

 의 근사소수를 구하는 것도 큰 어려움 없이 

스스로 수행하였으며, 이를 통해 근사소수의 수

렴성을 이해하는 것으로 확인되었다.

무리수의 핵심 개념

소수표현

근사소수

    ⋯의 수렴성의 직관

적 인식 

분수표현
근사분수

좌표평면의 격자점으로부터 비순환성의 추론

Table 1. Core concepts of irrational numbers

다음으로 무리수를 근사분수로 표현하는 과제

를 제시하였다. 유클리드 호제법은 반복적인 재

귀적 표현으로 이루어지지만 복잡하여, 지필계산

에는 한계가 있다. 스프레드시트를 이용하여 사

칙계산에 따른 점화식을 찾아보도록 하였으며, 

근사분수를 구해보도록 하였다. 학생들에게 익숙

한 무리수인 원주율 에 대해 반복적인 관계식

을 구하는 과제는 교사의 도움을 받아 어렵지 

않게 수행하였으며, 관련된 과제인  의 재귀

적 표현을 독자적으로 수행할 수 있었다. 

그러나  와  의 근사분수를 구하는 과제는 

교사의 설명에도 불구하고 어려움을 겪는 것으

로 확인되었다. 이에 황금비( )에 대해 재귀적 

표현과 근사분수를 구하는 과제를 제시하였고, 

황금비의 근사분수를 구하는 과제를 교사의 도

움을 받아 성공적으로 수행할 수 있었다. 이를 

바탕으로 후속과제인  의 근사분수를 구하는 

과제를 독자적으로 수행할 수 있었다.

예비실험 결과 근사분수를 구하는 과제는 황

금비( ),  의 순서로 진행하는 것이 적절하다

고 판단하였으며, 원주율  에 대해서는 개별적
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으로 수행하는 심화과제로 제공하였다.

황금비( ) ➜  ➜  (선택: 심화)

무리수  가 비순환소수임을 시각적으로 이

해하기 위해서는 근사분수를 기울기로 하는 직

선을 좌표평면에 표시할 수 있어야 한다. 직선의 

방정식은 중학교 2학년에서 다루어진 내용이기

에 이 부분에 대한 예비실험은 생략하였다. 

이러한 예비실험 결과를 토대로 수정, 보완하

여 개발한 과제의 수업 개요는 Table 2와 같다.

Table 2는 총 2차시 분량(1-2차시)의 사전프로

그램과 총 3차시 분량(3-5차시)의 본 프로그램으

로 구성되며 차시당 90분씩 배정하였다. 1-2차시 

수업은 주로 스프레드시트의 기능 및 제곱근에 

대한 기초 개념을 익히는 단계이므로 본 연구에

서는 분석의 대상에서 제외하였으며, 3-5차시 수

업의 결과만을 분석의 대상으로 하고자 한다.

사전 프로그램(1-2차시)을 통해 학생들은 공학 

도구의 기능을 익히면서 도구화되는 시간을 갖

게 된다. 또한, 제곱근의 기호 및 기본적인 의미

를 학습하는 단계이기도 한다.

본 프로그램(3-5차시)은 세부적으로 공학 도구

의 사용 스킴을 구성하는 단계(3차시)와 도구화

된 활동 스킴(IAS)을 구성하여 무리수 성질을 추

론하는 단계(4-5차시)를 거쳐, 공학이 유용한 도

구(instrument)로 발전하는 과정을 확인하도록 설

계하였다. 여기서는 본 차시를 중심으로 살펴보

고자 한다. Table 3은 3차시 활동을 위해 개발한 

활동지 내용이다. 

단계 차시 성취 목표 내용

공학 

도구와 

친해

지기

1
의도에 따라 
공학 도구를 
사용할 수 
있다.

▪제곱근의 의미 이해하기

▹정사각형의 넓이와 길이 

사이의 관계 탐구 

▪공학 도구의 기능 익히기

▹드래그와 함수식을 이용한 

반복 계산 기능

2

▪유리수의 재귀적 표현

▹지필 환경

▹공학 환경

▹두 결과를 비교하기

공학 

도구의 

사용

3

공학 도구를 
이용한 무리
수의 재귀적  
표현을 이해
할 수 있다.

▪무리수의 소수 표현

▹제곱근의 근사소수 구하기

▹ 의 근사소수 구하기 

▪무리수의 재귀적 표현

▹ ,  , 황금비( )
▪황금비( )의 근사분수 구하

기

▹황금비( )의 근사소수 검

Table 2. Overview of tasks using technology tools

색

▹황금비( )의 재귀적 표현

을 이용한 근사분수 구하기

▹두 결과를 비교하기

무리수 

성질의 

추론

4

재귀적 표현
에서 근사분
수를 구하고 
수렴성을 해
석할 수 있
다.

▪ 의 근사분수 구하기

▹황금비( )에 대한 전차시

의 학습 내용 복습

▹ 의 재귀적 표현을 이

용한 근사분수 구하기

▹근사분수를 소수로 표현하

기

▹근사소수와  의 오차 

구하기

▪ 의 근사분수 구하기(선택:
심화 학습)
▹ 의 근사분수 검색

▹ 의 재귀적 표현을 이용

한 근사분수 구하기

▹두 결과를 비교하기

5

근사분수를 
격자점으로 
표현하여 기
울기의 변화
를 추론하고 
무리수의 비
순환성을 해
석할 수 있
다. 

▪근사분수를 직선의 기울기

로 해석하여 좌표평면 위에 

표현하기

▪무리수의 비순환성을 기울

기로 추론하기

▪무리수를 정의하기

▹소수 표현

▹분수 표현
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주제 무리수를 반복적인 관계식으로 표현하기

준비물스프레드시트의 컴퓨터 환경

활동 내용

활동1

(학생별로 공학 도구를 제공하고, 무리수의 근

사소수를 구한다.)
[탐구 1] 무리수의 소수 표현

▹제곱근의 근사소수 구하기

▹ 의 근사소수 구하기

[탐구 2] 무리수의 재귀적 표현

▹ ,  , 황금비( )

활동2

[탐구 3] 황금비( )의 근사분수 구하기

▹황금비( )의 근사소수 검색

▹황금비( )의 재귀적 표현을 이용한 근사분

수 구하기

▹황금비( )의 근사분수의 수렴성 추론

[탐구 4] (심화선택과제) 황금비( )의 근사분수

의 성질 탐구

▹피보나치수열 탐구

Table 3. 3rd lesson (90 minutes) Student Activity
        Materials

활동1 [탐구 1]에서 함수식 SQRT을 이용하여 

1부터 10까지의 제곱근의 근삿값을 구하고, 함수

식 PI()를 이용하여 원주율의 근삿값을 구한다. 

활동1 [탐구 2]는 스프레드시트의 계산결과를 해

석하여 무리수를 반복적인 관계식으로 표현한다.

활동2에서는 재귀적 표현을 토대로 황금비의 

근사분수를 찾는다. 활동2 [탐구 4]는 학생들의 

학습 수준에 따라 선택적으로 적용하기 위해 심

화선택과제로 제시하였다.

3차시에서는 스프레드시트에 나타난 결과를 

근사분수로 변환하고 해석하는 능력에 초점을 

맞추고자 하였다.

Table 4는 4차시 활동을 위해 개발한 활동지 

내용이다. 

주제 무리수의 재귀적 표현에서 근사분수 구하기

준비물스프레드시트의 컴퓨터 환경

활동 내용

활동3

(학생별 공학 도구를 제공하고, 무리수의 근사분

수를 구한다.)

[탐구 5]  의 근사분수 구하기

▹황금비( )에 대한 전차시의 학습 내용 복습

▹ 의 재귀적 표현을 이용한 근사분수 구하

기

[탐구 6]  의 근사분수의 수렴성 추론

▹근사분수를 소수로 표현하기

▹근사분수의 오차 구하기

▹근사분수의 수렴성 추론하기

활동4

[탐구 7] (심화선택과제)  의 근사분수 구하기

▹ 의 근사분수 검색

▹ 의 재귀적 표현을 이용한 근사분수 구하기

▹두 결과를 비교하기

Table 4. 4th lesson (90 minutes) Student Activity
        Materials

활동3에서는 전차시의  의 재귀적 표현을 

이용하여 무리수  에 수렴하는 근사분수 수

열을 찾는다. 이를 위해 재귀적 표현을 바탕으로 

근사분수로 구하고 수렴성을 추론한다. 황금비에 

비해  의 근사분수를 구하는 프로그래밍은 

약간 복잡한 절차를 수행하게 된다.

활동4에서는 무리수  에 대해 근사분수를 찾

는 프로그래밍을 한다.  는 이전의 무리수에 비

해 재귀적 표현이 불규칙적이어서 근사분수를 

찾는 프로그래밍이 좀 더 복잡하다. 따라서 활동

4는 심화선택과제로 제시하였다.

Table 5는 5차시 활동을 위해 개발한 활동지 

내용이다. 
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주제
좌표평면에서 근사분수를 기울기로 하는 직선

의 변화 추론하기

준비물좌표평면, 자, 색 사인펜 등 지필 환경

활동 내용

활동5

(학생별 지필 도구를 제공하고, 무리수를 기울

기로 하는 직선을 추론한다.)
[탐구 8] 황금비( )의 근사분수를 직선의 기울

기로 해석하여 기울기의 변화 추론하기

▹기울기(황금비의 근사분수)의 변화 추론하기

▹직선    를 좌표평면에 그려보고, 직선

이 격자점을 지나는지 추론하기

[탐구 9]  의 근사분수를 직선의 기울기로 

해석하여 기울기의 변화 추론하기

▹기울기( 의 근사분수)의 변화 추론하기

▹직선     를 좌표평면에 그려보고, 직

선이 격자점을 지나는지 추론하기

활동6

[탐구 10] 유리수와 무리수의 성질 알아보기

▹순환소수가 분수로 표현되는 이유 설명

▹ ,  가 순환소수로 표현되지 않는 이유 

설명

[탐구 10] 무리수 다시 살펴보기

▹무리수를 정의하기

▹직선    가 격자점을 지나지 않기 위한 

조건 구하기

Table 5. 5th lesson (90 minutes) Student Activity
        Materials

활동5에서는 무리수의 근사분수를 직선의 기

울기로 해석하여 기울기의 변화를 추론하고 무

리수를 기울기로 하는 직선이 격자점을 지날지 

또는 지나지 않을지를 추론하여 무리수의 비순

환성을 해석할 수 있다. 활동6에서는 지금까지의 

활동 내용을 정리하는 것이다.

2. 개발된 과제의 적용

가. 연구 참여자

연구 참여자는 강원도 군 소재지에 위치한 A

중학교 2학년 남학생 7명이다. A중학교의 2학년

은 8개 학급의 185명으로 구성되어 있다. 수학 

학업성취도는 전국단위로 비교했을 때 중하 정

도이며, 학부모들은 수학 학습에 대한 교육열이 

높은 편이다. 이 지역의 사교육이 속진이나 심화

는 아니어서 학생들은 교육과정 수준의 사교육

을 받는 경우가 많다.

교수실험의 교육과정 내용 수준을 고려하여 

연구자들은 무리수 학습 이전인 중학교 2학년을 

적합하다고 판단하였고, 담당 수학 교사가 평소 

수학을 좋아하면서 과제에 적극 참여하는 학생

들을 먼저 추천하였으며, 본인과 보호자의 희망

에 의해 최종 선정하였다. 

연구 참여자는 모두 학교 내신 성적의 수학 

학업성취도가 상위 30% 이내인 학생들이며, 그 

중 상위 10% 이내인 학생이 3명(S1, S2, S3), 그 

외 학생이 4명(S4~S7)이었다. 또한 이들은 평소 

수업에서 의사소통이 활발하며 수학 문제해결에 

끈기 있게 도전하는 집단이었다. 

나. 교수실험

교수실험은 ‘학기말 교육과정 정상화’ 방안의 

일환으로 실시하였으며, 학생과 보호자의 동의를 

받아 방과후 과정을 이용하여 진행하였다. 교수

실험을 위한 세부 차시는 90분씩 5차시로 실시

하였으며, 그 중에 2차시는 스프레드시트와 친해

지는 놀이 시간으로 활용하였다. 따라서 본 교수

실험은 3차시로 이루어졌다. 

교수실험의 수업 형태는 스프레드시트의 활용

과 탐구 결과를 논의하기에 용이한 방식을 취하

였다. 그리하여 학생 활동 중심 수업, 모둠 수업 

그리고 전체 토론 수업을 병행하였다.

3. 분석방법

본 과제에서 도구 발생의 관련요소는 Drivers 
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& Gravemeijer(2005), 한세호, 장경윤(2009)의 연

구를 참고하고, 앞서 제시한 무리수의 핵심개념

(Table 1)을 토대로 무리수 과제 해결을 위해 스

프레드시트를 주요 도구로 다루는 교수학습으로

부터 생성하고자 하는 스킴의 핵심요소들을 추

출하여 제시하였다.

이론적 분석을 바탕으로 Table 6과 Table 7에 

제시된 도구화된 활동 스킴은 학생들의 무리수에 

대한 개념 학습의 근거가 될 수 있음을 알 수 있

으며, 이에 따라 과제의 효과성을 분석할 수 있다

고 판단하였다. 

자료 수집을 위해 녹음기와 2대의 스마트기기로 

수업 상황을 녹화 및 녹음하였다. 수업을 참관한 

연구자는 교수학습과정에서의 학생 행동 특성을 관

찰 기록하였으며, 녹화 및 녹음 파일을 전사하였다. 

수업 과정에서 현상을 깊이 있게 이해하기 위해 학

생들이 작성한 활동지를 모두 수집하여 스캔하였으

며, 학생이 그린 그림과 설명을 확인하였다. 면담자

료를 수집하기 위해 교수실험을 진행한 1주일 이후 

반구조화된 면담을 시행하였다. 활동이나 작성한 

활동지에서 특기할만한 반응을 보인 학생 2명에 대

해서 수집된 자료를 같이 보며 면담하였으며, 면담

도 녹화 및 녹음 파일을 전사하여 분석 대상으로 

삼았다. 이처럼 관찰, 문서, 면담 등 자료 수집을 

다원화하여 연구의 신뢰성을 확보하고자 하였다. 

학생들의 학습 활동의 도구 발생 분석을 위한 분

석틀로서 Table 6과 Table 7을 사용하였다. 선행연

구에서 사용 스킴과 IAS의 구분은 명확하지 않다

고 하였으며 본 연구에서는 스프레드시트의 공학적 

도구의 사용 스킴을 무리수 과제 해결을 위해 스프

레드시트의 특정 부분을 사용하면서 형성되는 스킴

(IAS)에 포함되는 것으로 고려하였다. 이에 무리수

의 소수표현과 분수표현에 대하여 도구 발생의 IAS 

핵심 요소를 각각 추출하여 분석틀로 설정한 것이

다.  

소수 표현을 위한  IAS 핵심요소 

D1
마우스 drag 사용이 스프레트시트 열(列)의 1행과 
2행의 수의 차를 갖는 데이터들을 만드는 것임을 
기억하기

D2 곱셈식이 제곱을 구하는 계산식임을 알기

D3
마우스 drag 사용이 스프레드시트의 셀에 입력된 
계산식을 그 셀을 포함한 열의 계산식으로 입력
하는 것임을 기억하기

D4
스프레드시트 열에 수의 단위를 다르게 입력하는 

것(단위1, 0.1, 0.01, 0.001 등)이  의 근사소수
를 찾는 것임을 깨닫기

D5
스프레드시트의 두 열(소수와 그 제곱)의 셀로 이

루어진 행(行)을  의 근사소수를 선정하는 근
거로 해석할 수 있기

D6
스프레드시트 셀에 =SQRT(2)를 바르게 입력할 수 
있기 

D7
스프레드시트에서 소수와 그 제곱을 이용하여 

 의 근사소수를 구한 것과  함수식(=SQRT(2))
을 입력하여 구한 것을 관계지울 수 있기

Table 6. Core elements of IAS for decimal 
        representation

분수 표현을 위한  IAS 핵심요소 

F1
스프레드시트 셀에 함수식
=SQRT(2), =(SQRT(5)+1)을 바르게 입력할 수 있기

F2
스프레드시트 함수식 INT가 무리수 근삿값에서 
정수부분을 분리하는 것임을 알기 

F3
스프레드시트 계산식에서 마이너스(-) 사용이 무
리수의 근삿값과 정수부분으로부터 소수부분을 
구하는 것임을 알기  

F4
스프레드시트 계산식에서 나누기(/) 사용이 재귀
적 표현에서의 분자와 관련된 것임을 깨닫기

F5
스프레트시트의 무리수 근삿값의 정수부분을 재
귀적 표현에서 해석하기

F6 재귀적 표현을 이용하여 근사분수를 구하기 

F7
좌표평면에 근사분수를 기울기로 갖는 직선을 표
현하기

F8
근사분수를 기울기로 갖는 직선들로부터  를 
기울기로 갖는 직선위의 격자점의 존재성을 추론
하기 

Table 7. Core elements of IAS for fractional 
        expression
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IV. 연구 결과

스프레드시트에 대한 친숙함을 도모하는 활동 

1-2차시는 도구화 단계였다면, 본 교수실험의 

3-5차시에는 교수의도에 맞게 제공된 도구장착

으로부터 학습이 이루지면서 도구 발생적 접근

에 의한 수학적 이해가 성장했음을 확인하였다. 

1. 소수 표현의 도구 발생

Table 6 목록의 항목들은  의 근삿값을 근

사소수로 구하는 기술적 절차였다. 교사는 단위

에 따라 드래그 기능으로 연속 데이터를 입력하

도록 안내하였으며, 모든 학생들은 별다른 어려

움 없이 기능을 수행할 수 있었다. 

Table 6 목록의 D2에서 학생들은 제곱을 구하

는 방법이 해당 주소 값의 곱셈식 ‘=A1*A1’으로 

계산하는 것임을 이해할 수 있었다. 

① 단위 정확성 ② 단위 정확성

③ 단위 정확성 ④ 단위 정확성

Figure 2. Results of Activity 1: Approximate 

decimal representation of 

이 과제의 의도는 Figure 3과 같이 교과서에서 

 를 소수로 나타내는 과정 대신에, 공학 도구

를 편리하게 활용하도록 변형한 것이다.

Figure 3. Decimal representation of 

 (Jang et al., 2020, p. 21)

Figure 3에서 의 소수 첫째 자리 수를 구하

는 과정은  부터  을 모두 계산하는 과정

을 생략한 채,  ,  만 계산만 계산하도록 

요구하고 있다. 이는  ,  만 제시하더라도 

학생들이  부터  을 계산하는 과정을 거

칠 것이라고 기대하는 것이지만, 실제 수업에서 

학생들이 그러한 과정을 거칠 것이라고 보장할 

수는 없다. 소수 둘째 자리, 소수 셋째 자리 등

에 대해서도 같은 방법으로 설명하지만, 학생들

은   ⋯등의 근사소수가 왜 나오는지 

관심을 두기 어렵다. Figure 2와 같이 스프레드

시트의 제곱식으로 구현하면, 드래그 기능만으로 

각 소수 자리의 수에서 해당 셀의 계산을 쉽게 

할 수 있으며 그 계산 결과를 한 눈에 비교할 

수 있어서 학생들은 근사소수  ⋯이 되는 

이유를 구체적으로 확인할 수 있다. 

교수학적 조치를 통해 수렴성과 관련하여 소

수 표현은  로 수렴해 갈 것임을 학생들이 

확인할 수 있다고 기대하였다.  

또한 Figure 4는 이와 같은 방법으로 근사소수
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를 찾아간 결과를 하나의 시트에 나타낸 것이다. 

Table 6 목록의 D4에서 학생들은  의 근사소

수를 소수 일곱째 자리까지 구할 수 있었다. 즉, 

Figure 4의 활동 결과를 적용하여 해당 셀만을 

남겨두고 소수 넷째 자리 이후로 소수 자릿수를 

늘여가면서 학생들은 제곱한 결과가 에 점점 

더 가까워진다는 사실을 발견하였다. 학생 S1의 

답변에서 소수 아홉째 자리의 근사소수를 제곱

하면 에 가까운 수가 여러 번 나온다는 것을 

인식하였음을 알 수 있다.  

S1: 범위를 늘려가면서 확인해보니 앞부분은 미

세하게 변하다가 이후로 갈수록 (제곱 값이) 
변하지 않는 소수 자리가 늘어나게 되어 정

확한 값을 나타내는 것 같다.   

Figure 4와 같이, 소수 아홉째 자리의 근사소

수를 제곱하면 모두 에 가까운 값이 출력된다

는 점에서 학생들은 ‘수렴성’을 직감할 수 있었

다. 이는  를  등과 같은 유한소수

열이 어떤 값에 가까이 간다는 수렴성을 직관적

으로 이해한 것이라고 볼 수 있다. 

또한 제곱근의 유한소수열을 구하는 활동에서 

학생들은 함수식과 계산식 입력, 드래그와 반복

기능 사용을 통해 제곱근을 단순히 기호가 아닌 

수의 크기로서 소수 표현과 관련지으면서 유의

미하게 이해하였다. 

D6에서 학생들은 함수식 SQRT(2)를 이용하여 

스프레드시트가 최대로 나타낼 수 있는 소수 아

홉째 자리까지의 값을 출력할 수 있었으나, 그 

이상의 정확한 참값을 표현할 수 없다는 도구의 

한계점을 인식하였다.  

S7: (A29의 값을 가리키며) 어? 소수 열 번째 

자리는   이라고 해도 그냥 반올림해 

버리네. (A28~A32의 값을 가리키며) 여기 모

두 로 입력이 돼.  

Figure 4. Results of S1

이에 대해 토론하면서 교사는  의 근삿값

을 소수로 표현하는 방법 이외에 다른 표현 방

법에 대해 생각해 보도록 하였고, 분수 표현도 

가능함을 설명하였다. SQRT(2)의 오차를 줄이는 

방법으로 분수를 이용하는 방법을 다음 차시 주

제로 예고하였다. 

S5: 컴퓨터로 루트 값을 구하는 법을 배우고 제

가 모르던 프로그램 사용법을 배워서 신기했

고 재밌는 시간을 보냈습니다. 분수형 루트

를 구하는 법을 알고 싶습니다. 

이러한 과정은 도구장착 과정에서 예기치 않

은 답을 얻게 되면서 우연히 만나는 도구의 한

계가 또 다른 학습 기회를 제공한다는 한세호와 
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장경윤(2009, p. 532)의 주장과 관련되는 것이다.

이와 같이 간단한 수식으로 반복 계산 절차를 

수행하는 스프레드시트의 기술적인 특성은 무리

수의 수렴성에 대한 개념 이해를 도울 수 있음

을 확인하였다. 이는 무리수의 소수 표현이 가진 

수렴성에 대한 도구 발생 과정을 의미한다.

2. 분수 표현의 도구 발생

유클리드 알고리즘에 의한 유리수의 재귀적 

표현은 유한 과정으로 끝난다. 학생들은 간단한 

나눗셈 계산을 하면서 유리수와 유한 단계의 재

귀적 표현 사이의 관계를 올바르게 이해하였다. 

대부분의 학생들이 지필환경에서 역수를 이용하

여 유리수를 유한 단계의 반복 계산식으로 표현

하고 이를 다시 분수로 변환하는 과제를 수행할 

수 있었다. 그러나 계산 절차가 오래 걸리므로, 

과제의 수행 속도에는 개인차가 나타났다.  

무리수의 재귀적 표현은 무한 과정까지 계속

된다. 무리수 과제는 다소 복잡한 계산 절차이기

에 스프레드시트 환경에서 수행하였고, 학생들은 

교사의 안내에 따라 과제를 성공할 수 있었다.

Table 7 목록의 F1에서  의 값을 구하기 

위해 함수식 SQRT(2)를 입력하도록 하는 것은 

강정기(2016)의 연구에서 제안한 학습자의 제곱

근 기호에 대한 유의미한 이해를 내포한다. 학생

들이  를 보이는 대로 근호가 있는 수라고 

피상적으로 이해할 수 있는데, 이러한 함수식 입

력을 통하여 제곱하여 2가 되는 수라는 의미를 

드러내는 표상으로서  를 이해할 수 있게 되

었다. 

학생들은 무리수를 연산이나 방정식의 근을 

구하는 활동에서 주로 다루다보니 값을 확인하

고 사용하는 경험이 적다. F2와 F3은 무리수가 

정수부분과 소수부분의 합이며 무리수의 소수부

분은 무리수에서 정수부분을 뺀 것이라는 것을 

학습자가 의식하도록 한다. 이는 무리수 연습 문

제 해결 전략으로서 활용하도록 한다. 더불어 무

리수의 값을 직접 확인하도록 함으로써 수와 기

호 측면에 대한 균형적 이해를 하게 되었다.  

유클리드 알고리즘 자체는 중학생들에게 낯선 

내용이지만 분수 또는 대분수 등은 익숙하다. 따

라서 재귀적 표현 활동의 목적을 이해하는 학습

자는 안내된 절차에 따라 수행하는 것에 큰 어

려움은 없었다. 다만 재귀적 표현에서 분자가 1

인 것은 형식이므로 F4는 이것에 주목하도록 하

며 학생들은 1보다 작은 양의 소수를 1보다 크

게 하기 위해 역수를 취하는 아이디어를 이해하

고 사용할 수 있게 되었다. 

 교수학습 운영에서는 시간도 변수이다. 활동 

중심의 수업의 경우는 특히 학생들 활동 시간이 

동일하지 않고 그들의 수행 능력이 달라 수업 

시간 내에 수업 의도를 달성하지 못하는 경우가 

종종 있다. F5는 복잡한 계산을 공학이 대신하게 

함으로써 수학적 사고 시간을 벌어주게 되며 학

생들은 비슷하게 빠른 시간 내에 계산 결과를 

확인할 수 있었다.

 지필계산능력이 뛰어난 학습자라도 재귀적 

표현을 지필환경에서 구하는 것은 비효율적이며 

시간을 지체하게 한다. F6은 공학 도구를 활용하

고 무리수 근삿값의 정수부분을 유클리드 알고

리즘과 연결하여 재귀적 표현을 용이하게 한다. 

이를 통해 학생들은  의 재귀적 표현의 특징

을 조사하고, 다른 무리수의 재귀적 표현과 비교

할 수 있게 되었다. 

활동2~4에 해당하는 탐구 과제에서 학생들은 

재귀적 표현을 이용하여 근사분수를 구하는 과

정을 가장 어려워하였다. 교사의 안내는 필수적

이었으며, 과제 제시 순서도 가장 간단한 황금비
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()의 예제를 교사와 함께 실행하고,  의 과

제를 모둠별로 해결하도록 하였다. 예비실험을 

바탕으로  에 대해서는 재귀적 표현의 규칙성

이 없어서 학생들은 더 어려워할 것으로 예상하

였으므로, 개별 심화 과제로 다루도록 하였다.  

황금비()와  는 대수적인 무리수로 재귀

적 표현의 규칙성이 나타난다. 학생들은 규칙이 

가장 단순환 황금비를 바탕으로 근사분수를 구

하는 원리를 이해하려고 시도하였으며, 일부 학

생들만 성공하였다. 나머지 학생들은 모둠 동료

의 도움을 받아 수행할 수 있었다. 

Table 7 목록의 F1에서 공학 환경으로 황금비

()와  의 함수식을 통해 제한적이지만 스프

레드시트가 곧바로 제공하는 최적의 값을 구할 

수 있었다. 이를 F6에서 도구를 사용하여 절차에 

따라 구한 근사분수와 오차를 비교하면서 학생

들은 단계별로 오차의 규칙성을 이해할 수 있게 

되었다.     

Table 7 목록의 F7은 지필 환경에서 또 다른 

도구로 좌표평면을 사용하였다. 황금비()와 

 의 근사분수를 직선의 기울기로 표상한 것

을 관찰하여, 이를테면 ‘직선    는 격자점

을 지날 수 있을까?’ 라는 과제 해결을 통해 학

생들은 무리수의 소수표현에서의 비순환성을 추

론할 수 있었다. 학생 S2와 S3의 답변을 통해 

근사분수로 그린 직선 사이 어딘가에 무리수 기

울기를 가진 직선이 지날 것이라고 추론함을 알 

수 있었다.

학생 S2는 Figure 5와 같이 기울기들이 일치해 

보이지만 Figure 6을 참조하여 매우 미세한 차이

들로 떨어져 있고 증가했다가 낮아지고 다시 증

가했다가 낮아진다는 변화를 인식하였다. 즉, F5

에서 스프레드시트로 계산한 오차가 +, -를 반복

하면서 오차의 절댓값은 점점 작아지는 소수였

음을 인식하고, 이를 좌표평면과 서로 관계지우

고 있으며, 이로써 스프레드시트의 도구 발생 과

정을 확인할 수 있었다. 

Figure 5. Results of S2 in Activity 5:   

Figure 6. Decimal representation and error of 
approximate fraction

Figure 7에서도 학생 S3은 직선     가 

격자점을 지나지 않을 것이며, 이는 분수 꼴로 

나타낼 수 없다는 의미와 연결하고 있음을 나타

낸다. S3의 사례에서도 스프레드시트와 좌표평면

의 도구 발생 과정을 확인할 수 있었다. 

마지막으로 F8에서 무리수를 정의하면서 본 

교수실험과 어떤 관련이 있는지를 토론하였다. 

관찰한 프로토타입은 다음과 같다. 

S1: 무리수를 소수로 표현하면 순환하지 않아. 
S2: 분수로 표현하면 분수를 기울기로 갖는 직

선이 되어서 격자점을 지나.
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S6: 격자점을 지나면 무슨 일이 일어나는데?
S4: 격자점을 지나면 유리수가 되잖아.
S3: 격자점을 지나지 않는다는 것은 무한소수이

지만 순환하지 않기 때문이야. 
      

Figure 7. Results of S3 in Activity 5:    

이와 같이 학생들은 격자점을 지나지 않는다

는 직관으로부터 무리수의 존재성을 추론할 수 

있었다. 따라서 본 연구는  를 분수로 표현할 

수 없다는 심상을 구성하도록 하는 무리수 교수

학습의 적용 가능성을 확인한 것이다.

V. 논의 및 결론

본 연구는 무리수 정의가 완비성을 전제하고 

있어 중학생들이 이해하기 어렵다는 문제의식에

서 출발하였다. 대안적인 방법으로 근사분수를 

이용한 직선의 기울기를 통해 무리수성

(irrationality)을 인식하게 하는 과제를 개발하였

다. 이를 실행하기 위해 지필 계산으로는 한계가 

있으므로 스프레드시트를 이용한 계산 결과를 

좌표평면에 표현하도록 하여 개념이미지가 형성

되는지에 대한 현장적합성을 확인하였다. 연구 

결과를 요약하면 다음과 같다. 

첫째, 학생들은 무리수를 기울기로 하는 경우 

격자점과 만나지 않는 직선이 된다는 개념이미

지를 형성할 수 있었다. 교과서(장경윤 외, 2020)

에서 “무리수는 소수로 나타내면 순환소수가 아

닌 무한소수가 된다(p. 21).” 또는 “수직선은 유

리수와 무리수, 즉 실수에 대응하는 점들로 완전

히 메울 수 있음이 알려져 있다(p. 24).” 는 표현

으로 무리수 개념을 다루지 않은 채 받아들이도

록 인정하는 측면이 있었다. 이는 비순환무한소

수로 표현되는 수란 어떤 수인지의 논의가 결여

된 것이며, 수학적으로 어려운 무리수의 통약불

가능성을 감추고 있는 것이다(우정호, 2017, pp. 

277-279). 이러한 상황에서 학생들은 무리수의 

비순환성에 대한 핵심 관념을 이해하기 어렵다. 

또한 학생들은 대수적 표현을 중심으로 한 교과

서의 전개 내용을 통해 단편적 지식만을 갖게 

되고 무리수의 본질을 실감 있게 이해하기란 쉽

지 않을 것이다. 비순환성은 분수로 표현할 수 

없다는 의미로, 이를 이해하는 데 분수를 언급할 

필요가 있다. 따라서 비순환성에 대한 개념이미

지가 필요하다는 것이며, 본 연구에서 격자점을 

지나지 않는다는 기하학적 표현을 보완하여 긍

정적인 결과를 확인하였다. 

둘째, 학생들은 비순환 무한소수 외에도 분수 

표현을 보완하여 무리수의 개념을 더 깊이 있게 

학습할 수 있었다. 교과서(장경윤 외, 2020)에서 

유리수가 아닌 무리수를 정의하기 위해 유리수

를 분수로 표현하고 이를 다시 순환소수로 표현

한다. 무리수는 비순환소수로 개념화하면서 사실

은 분수로 표현할 수 없다는 의미를 갖지만, 순

환소수와 비순환소수로 대조한다. 그 다음 순환

소수에 대해 논의하므로, 비순환소수의 개념화에
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는 분수가 관심 영역에서 빠지게 된다. 본 연구

에서는 이를 보완하기 위해 분수로 표현될 수 

없는 수의 의미를 드러내고자 하였으며, 설계된 

과제의 적용을 통해 비(非)분수 표현과 비(非)순

환 무한소수 표현 사이의 유기적인 연결성이 중

요함을 확인하였다. 이는 소수 표현만으로는 무

리수 개념을 투명하게 드러내지 못한다고 말한 

이지현(2014)의 연구 결과와 일치한다. 

이러한 연구결과는 무리수의 학습 지도에 다

음과 같은 교수학적 시사점을 제공한다.

첫째, 학생들은 좌표평면에서 형성한 개념 이

미지를 바탕으로  가 유리수가 아니라는 귀

류법 증명의 아이디어를 가질 수 있다. 무리수의 

개념 학습에서 분수로 표현할 수 없다는 심상을 

구성하도록 하는 것이 핵심이다. 본 교수실험에

서 분수로 표현할 수 없는 기울기를 갖는 직선

은 격자점을 지날 수 없다는 것을 설명하는 과

정에서 바로 귀류법이 내포된다. 이는 우정호( 

2017, p. 287)가 통약불가능성과 관련된 기하학

적 접근이 무리수의 직관적인 이해에 필요하다

고 한 것과 일맥상통하다.  

둘째, 무리수의 수직선 표현이 아닌, 좌표평면 

표현을 재고할 필요가 있다. 교과서에서는 주로 

소수 표현과 수직선 표현을 다루는 것으로 해석

된다. 그러나 학생들은 비순환 무한소수 표현에

서  로 수렴하는 수열은 수렴성을 볼 수 있

지만, 본 연구를 통해 비순환성은 좌표평면에서 

분수 표현을 보완하는 대안적 방법으로 인식할 

수 있었다. 변희현(2005)은 학생들이 위로 유계

이면 수렴성을 보지 못함을 확인하였다. 즉, ‘극

한값(    등)’이 보이는 경우에만 수렴성을 

인식할 뿐, 극한값이 보이지 않으면 수렴성을 인

식하지 못함을 확인한 것이다. 이는 교과서의 수

직선 표현이 무리수의 의미를 모두 드러내지 못

함을 의미한다. 따라서 좌표평면에서 분수 표현

을 드러내는 방법을 모색할 필요가 있다. 

본 연구는 무리수를 정의하기에 앞서 실수를 

통해 설명하는 순환적 정의를 피하기 위해 무리

수의 성질을 드러내는 과제를 개발하고, 그 과제

의 현장 적용가능성을 탐색하였다. 이를 해석하

는 과정에서 귀류법과 좌표평면이 무리수의 학

습 지도에 중요하다는 것을 밝힌 점에서 연구의 

의의를 찾을 수 있다. 특히 귀류법과 좌표평면은 

무리수의 역사에서 중요한 이슈와 관련이 있다. 

이에 대한 역사적 분석 및 교육적 시사점에 대

한 후속연구를 기대한다. 
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